87

R. Miller

Vektoren und Matrizen
im Licht des neuen Lehrplans

1. Einleitung

Vergleicht man die Kapitel "Lineare Algebra und analytische Geometrie” des “al-
ten” Lehrplans mit denen des "neuen” Lehrplans, so erkennt man in den Inhaiten
auf den ersten Blick nur eine Verschiebung des "Skalaren Produkts” und des The-
menkreises "Orthogonalitit” von der 6. Klasse in die 5. Klasse. Ist also alles
beim alten geblieben ?

Mitnichten ! "Neue" Inhalte betreffend Vektoren und Matrizen finden sich z.B. im
Kapitel "Daten- und Beziehungsstrukturen”, oder auch bei der Untersuchung “ver—
netzter Systeme" in der 7. Klasse. Der wesentlichste Unterschied besteht jedoch

in der Intention des neuen Lehrplans,

- die Selbsttitigkeit des Schiilers verstdrkt zu fordern und zu foérdern,

- heuristische Strategien bewuft(er) zu machen und bewuft(er) anzuwenden,
- den Modellaspekt vermehrt in den Unterricht einzubringen,

-~ Querverbindungen zur Informatik herzustellen.

Blickt man in die drei bisher erschienen Lehrblicher (L1-L3) fiir die 5. Klasse,
so findet man dort drei Zugédnge bzw. Ankniipfungspunkte:

- den geometrischen Zugang,
- den physikalischen Zugang,
- den Zugang {iber Datenstrukturen.

Der Zugang iiber die Geometrie hat - im besten Sinn des Wortes - Tradition. Die-
ser Weg erlaubt ein stets an die Anschauung gekoppeltes Arbeiten mit Vektoren
und - unter Einbeziehung von linearen Abbildungen - Matrizen. Diesem Weg ist an
dieser Stelle nichts hinzuzufiligen, aufler eine Bemerkung zur Notation. Notationen
der Art AE =E-A oder H=1/2¢A+1/2*B werden von vielen Kollegen mit Skepsis oder
sogar Unwillen betrachtet, obwohl sie sachlich korrekt sind (L4). "E-A" bedeutet
eben nicht die “Subtraktion” zweier Punkte, sondern die Subtraktion zweier
geordneter Zahlentripel, und ebenso beschreibt "1/2*A" keinen "halben” Punkt.
Die Vereinheitlichung der Schreibweisen an den AHS und die Heranfihrung der
Notation an die auch an den Universitidten iiblichen Schreibweise ist sicherlich
wunschenswert, und hat daher auch in den Lehrbiichern ihren Niederschlag gefun-
den.
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Der Zugang Uber die Physik ist problematisch. Die Deutung einer Einzelkraft als
Vektor (und umgekehrt) ist sehr anschaulich, liefert aber kein Modell fiir die
Struktur “Vektorraum". Eine ganz einfache Begriindung ist die folgende: Da Ein-~
selkrifte nur ldngs ihrer Wirkungslinie verschoben werden diirfen, ergibt die
Summe a +(-a ) im Fall gleicher Wirkungslinien den Nullvektor o, im Fall
verschiedener Wirkungslinien aber anstelle einer Einzelkraft ein Drehmoment. In
diesem Sinn ist die Vektoraddition nicht einmal abgeschlossen. Die Verwendung
homogener Kraftfelder wiederum ist nicht besonders anschaulich.

Der Zugang iiber Datenstrukturen hat erst im Zusammenhang mit der Informatik an
Bedeutung gewonnen und besitzt demgemd@ noch nicht sehr viel Tradition. Gerade
deswegen steht dieser Weg im Mittelpunkt dieses Vortrages, ohne damit andere
Zugiénge als unzeitgemdf abwerten zu wollen. (In dem vom Autor mitverfaften Lehr-
buch L1 wird der geometrische Zugang favorisiert, nicht zuletzt deswegen, weil
die Behandlung von Matrizen und vernetzten Systemen im wesentlichen dem Realgym-
nasium vorbehalten ist.)

2. Von Datenstrukturen zum Vektorraum

Vektoren und Matrizen konnen dazu dienen, "Ordnung” in eine grdflere Datenmenge
zu bringen. Ein Beispiel dafiir sind die nachfolgenden Fahrpreistabellen fiir einen
Sessellift, der die Talstation A iiber die Zwischenstationen B und C mit der
Bergstation D verbindet.

Bergfahrt Talfahrt
A B C D A B C D
A - 15 20 35 A - 19 15 29
B - - 15 25 B - - 10 20
Cc - - - 20 C - - - 15
D - ~ - - D - - - -

An den einzelnen Stationen ist es nicht notwendig, die gesamte Information zur
Verfiigung zu stellen. Z.B. geniigt es, in der Station B auf der Bergfahrt-Seite
die 2. Zeile der linken Matrix, auf der Talfahrt-Seite die 2. Spalte der rechten
Matrix anzubringen. Solchermafen gehen "Vektoren™ aus “Matrizen" hervor. Umge~
kehrt kann man die gegebenen Matrizen als "Zusammenfassung” der in den "Preis—
vektoren" niedergerlegten Informationen auffassen.

Synthese
——————

Vektoren Matrizen

Analyse
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Man kann auch die in den beiden "Dreiecksmatrizen" stehenden Informationen in
einer einzigen Matrix zusammenfassen:

A B C D
A 15 28 35
B @ © 15 25
C 5 18 @ 20
D 20 15 @

Ersichtlich gelangt man zu dieser Matrix, indem man die rechte obige Matrix an
der Hauptdiagonale spiegelt und zur linken obigen Matrix "addiert". Damit oder
mit den folgenden Fragestellungen gewinnen Matrizen und Vektoren neben ihrer
Bedeutung als "systematische Form einer Informationsdarstellung” auch einen ope—
rativen Charakter:

1) Gib in Form einer Matrix an, wieviel S die kombinierte Berg- und Talfahrt
zwischen zwei beliebigen Stationen kostet, wenn der Preis die Summe der Ein~-
zelpreise ist |

2) Gib in Form einer Matrix an, um wieviel S die Talfahrt von x nach y billi-
ger ist als die Bergfahrt von y nach x !
3) Die kombinierte Berg- und Talfahrt-Karte ist gegenliber den Einzelkarten um

20% verbilligt. Gib in Form einer Matrix die Fahrpreise zwischen zwei belie-
bigen Stationen x und y an |

Die Lbdsung dieser Aufgaben fiihrt zur Matrizenaddition, Matrizensubtraktion und
zur Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar:

A B C D A B C D A B c D
A @ 25 35 55 A % 5 5 15 A 0 20 28 44
B 2 9 25 45 B 2 (% 5 S B %) O 20 36
C 2 %} @ 35 C % o 2 S C %) 2 o 28
D 2 2 %) 2 D % 2 % %} D % 0 %) %)

Bezogen auf die Aushangtafeln an den einzelnen Stationen fiihrt diese Aufgabe auf
die Vektoraddition, Vektorsubtraktion und Multiplikation eines Vektors mit einem
Skalar. Man sieht: Es ist durchaus moglich und aus dem Blickwinkel von Anwen-
dungsproblemen durchaus sinnvoll, Matrizen vor den Vektoren oder gemeinsam mit
diesen zu behandeln. Wie das folgende Beispiel zeigt, ist man dabei keineswegs
auf Dreiecksmatrizen beschriankt.

Beschreibe den Exporterfolg der Tiroler Souvenierindustrie in den letzen drei
Jahren durch eine Matrix. Beschreibe die "Export-Schwankungen"” zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Jahren mittels Matrizen,
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1986 1987 1988

’ Indien Irland
1200 820 1450 1000 1550 920
35000 1200 22000 1208 38000 900

Man sieht schon: es ist gar nicht schwer, eine Fiille von Aufgaben zur Struktu-
rierung von Daten in Form von Vektoren und Matrizen zu finden oder z.B. in pro-
jekthafter Form zusammenzutragen und eventuell am Computer einzuspeichern und zu
bearbeiten. Beim Programmieren der Matrizen— bzw. Vektoroperationen k&nnen und
miissen sich die Schiiler die Definitionen und Rechenregeln fiir diese Rechenopera~
tionen bewuft machen, ohne dabei aber schon strukturmathematische Uberlegungen
anstellen zu miissen, oder die Struktur “Vektorraum" zu definieren.

Tirolerhiite
Triangein

Die oben genannten Forderungen des Lehrplans nach Schillerselbsttitigkeit, nach
Einbeziehung der Informatik und Bewuftmachen heuristischer Strategien (man denke
an den Wechsel zwischen Vektoren und Matrizen durch Synthese und Analyse) wie
auch den Grundkenntnissen und Grundfertigen im Umgang mit Matrizen und Vektoren
wird damit in hohem Mafe Rechnung getragen.

Dem Modellaspekt, dem Einblick in das historische Gewordensein von Mathematik
und dem Anwendungsaspekt sowie strukturmathematischen Uberlegungen wird damit
allerdings noch nicht Genlige getan. Der in den bisherigen Uberlegungen und Bei-
spielen gebotene Begriff “Vektor” und "Matrix" ist ja —~ gemessen an der histori-
schen Entwicklung dieser Begriffe und ihrer Bedeutung und Anwendung (vor allem)
in der Geometrie und Physik - einseitig und trivial. Wie das folgende Beispiel
zeigt, 1apt sich allerdings unschwer eine Briicke hin zur Geometrie und zu nicht-
trivialen Anwendungen schlagen, wie sie z.B. vom Lehrplan fiir die 7. Klasse
("Vernetzte Systeme”) gefordert werden.

3. vektorfolgen und Matrizenfolgen

Die Bevdlkerung Mathemataniens serfallt in drei klar unterscheidbare "Klassen":

“arm”, mittelstindisch”, “reich”. Der jeweilige Vermogensstand jeder Klasse
wird durch einen Vermogensvektor V' beschrieben:
Vi tiess... arm”
V=] vz vv.e.... "mittelstandisch”

Vs teess... TeEich”
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7um Abbau sozialer Spannungen wird vorgeschlagen, das Gesamtvermdgen der dre:
Klassen alle 4 Jahre “"umzuverteilen”, und zwar gemdf folgender Vorschrift:

(vi(k)+vz(k))/2
v (k+1)= (vi(k)+va(k))/2
(va(k)+va(k))/2

Berechne ausgehend vom momentanen Zustand v’ (@)=(8! 10! 20), wie sich das Vermo-
gen der einzelnen Klassen in den folgenden Jahren verandern wird |

Die Aufgabe kann man “vektortechnisch” oder auch “matrizentechnisch” losen.
Letzteres fithrt auf die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor (MMV):

1/2  1/2 %)
V' (k+1)= 1/72 %) 172 | » VvV (k) = AV (k)
%] /2 1/2

Durch wiederholte Anwendung der MMV erhilt man die Vermogensvektorfolge

6 8 12,5 11 11,625
10 13 11,5 12,25 11,785
20 15 14 12,75 12,5

Sie gibt anhand der nachfolgenden Uberlegung Anla@ zur Definition der Multipli-
kation einer Matrix mit einer Matrix:

V' (k+2)= A * (A * V (k)) V' (k+2)= (A * A) * VvV (K)
~—— R
. abs. Vermodgensanteile rel. Vermdgensanteile
TN - ~ N o
abs. Vermigensanteile abs. Vermogensanteile

Fortgesetzte Wiederholung fuhrt zum Begriff der Potenz einer Matrix
Vi (K)= AreV (D)

dariiber hinaus aber auch zu der naheliegenden Frage, ob die Vektorfolge einem
Grenzwert (eigentlich: Grenzvektor) V' zustrebt. Gibt es ihn, so darf er bei
neuerlicher Anwendung von A seinen Wert nicht mehr andern. Die formale Beschrei-
bung dieser Uberlegung fithrt zur Vektorgleichung

vi=1/2evi+l/2°v2
V=AYV & va=1/2ev: +1/2°vs
va= 1/2°va2+1/2°Vvs
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Dieses Gleichungssystem ist einparametrig 16sbar. Wegen der Nebenbedingung
Vi+va+ys=6+10+20=36 (die Summe der Vermbgenswerte bleibt A im Zuge der Umver-
teilungen unverdndert) erhilt man die eindeutige Losung V' =(12112i12). Daraus
folgt, daf der Grenzwert der Matrizenfolge fiir k~e eine Matrix folgender Gestalt
ist:

1/3 1/3 1/3
lim A*= 1/3 1/3 1/3
ke 1/3 1/3 1/3

Obwohl der Zustand (12!12112) erst nach unendlich vielen Umverteilungsschritten
erreicht wird, besteht flir die Reichen kein Grund zum Jubeln. Wie die obige Fol-
ge zeigt, unterscheidet sich Vv’ (4) von V' nicht mehr sehr viel. Die Reichen
konnten daher darauf dringen, die Umverteilung langsamer vorzunehmen, sozusagen
in Zeitlupe. Die Armen konnten hingegen darauf dringen, daf die Umverteilung

noch schneller geschieht, sozusagen im Zeitraffer.

Wendet man z.B. statt der Matrix A die Matrix

1/2 1/4 1/4
A% =|1/4 1/2 1/2
1/4 1/4 1/2

alle 4 Jahre an, so lduft die Umverteilung mit doppelter Geschwindigkeit ab.

Umgekehrt lduft die durch die Matrix A vermittelte Umverteilung gegeniiber der
durch die Matrix A? vermittelten in halbem Tempo ab. Diese Uberlegung rechtfer-
tigt die zundchst ungewohnte Sprechweise, daf die Matrix A die Quadratwurzel aus
der Matrix A? ist:

1/2 1/4 1/4 1/2 /2 0
1/4 1/2 1/2 )= {1/2 g 1/2
1/4 1/4 1/2 2 1/2 1/2

In analoger Weise kann man fragen, durch welche Matrix man einen Umverteilungs-
schritt wieder riickgdngig machen kann. Man gelangt so zur inversen Matrix B=A-"!.
Zur Berechnung der 9 Matrixeintrége braucht man neun Bedingungen: Sechs Bedin-
gungen ergeben sich aus der Tatsache, daf die drei Zeilensummen und die drei
Spaltensummen jeder Umverteilungsmatrix den Wert 1 haben. Die drei restlichen
Bedingungen erhdlt man z.B. aus V' (1) und V (@):

6=bi11°8+b12*13+b13°15
1@=b21°8+b22°13+bz23*15
20=bsi1°8+b3s2°13+bsas*15
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Man erhiit:

A '=B={ 1 -1
-1 1 1

Mit dieser Matrix kann man nun die Umverteilung zuungunsten der Armen riickwarts
laufen lassen, und die Folgenglieder V' (-1), V’ (-2) berechnen. Im Sinne des
Modells haben aber die Folgenglieder nur solange eine Bedeutung, als ihre Koor-
dinaten nicht negativ sind.

3. RUckblick und Ausblick

Das letzte Beispiel hat (hoffentlich) gezeigt, da man auf einem den Schiilern
zumutbaren Niveau Folgen und Grenzwerte von Vektoren und Matrizen betrachten
kann. Das Ziel des Beispiels bestand aber nur in zweiter Linie in der Erarbei-
tung solcher Begriffe. In erster Linie ging es darum, im Zusammenhang mit Vekto-
ren und Matrizen ein Modell zu entwerfen, aus diesem gewisse (prognostische)
Fragen zu beantworten und die Antworten wie auch das Modell selbst kritisch 2zu
priifen und zu reflektieren. Wenn das Modell auch sehr einfach und unbestreitbar
wirklichkeitsfern ist, so gestattet es doch, dem Anliegen des Lehrplans hin-
sichtlich des Modellaspekts, des Anwendens von Mathematik und des Reflektierens
mathematischen Tuns zu entsprechen.

Deutet man die Koordinaten des Vermogensvektors als Koordinaten eines Punktes X,
so kann man die durch die Matrix A vermittelte Umverteilung als geometrische
Abbildung Xe*X: deuten. Der Punkt X(12/12i12) ist der Fixpunkt dieser Abbildung.
Insoferne liaft sich von diesem Zugang zu Vektoren und Matrizen eine Briicke zur
Anwendung von Vektoren und Matrizen in der (Abbildungs-)Geometrie schlagen.
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